Complementi sulle successioni e la serie geometrica by Ritelli, Daniele
Esercizi per il corso Matematica clea
Daniele Ritelli
anno accademico 2008/2009
Lezione 11: Successioni e Serie geometrica
Esercizi svolti
1. Provare che: lim
n→∞
(
1 +
1
3n
)2n
= e2/3
2. Provare che: lim
n→∞
n lnn
(n+ 1)(n+ 2)
= 0
3. Provare che: lim
n→∞
2n
n2
= +∞
4. Provare che lim
n→∞
n
√
n(n+ 1) · · · (n+ n)
n
=
4
e
5. Provare che lim
n→∞
1
n2
n
√
(3n)!
n!
=
27
e2
6. Determinare la frazione generatrice del numero periodico 0, 7
7. Determinare l’insieme C dei valori di x ∈ R per cui converge la serie geometrica:
∞∑
n=0
(
x3 − 11
3
x+
5
3
)n
.
Soluzione
1. Bisogna innazzitutto ricordare che, se an → ±∞ allora:
lim
n→∞
(
1 +
1
an
)an
= e
Pertato la tesi segue dal fatto che:
(
1 +
1
3n
)2n
=
[(
1 +
1
3n
)3n]2/3
2. Per prima cosa isoliamo la parte di successione che tende a 1:
n lnn
(n+ 1)(n+ 2)
=
(
n
n+ 2
) (
lnn
n+ 1
)
in questo modo ci basta saper calcolare
lim
n→∞
lnn
n+ 1
.
1
Usiamo il teorema di Stolz Cesa`ro: notazione an = lnn, bn = n+ 1:
lim
n→∞
an − an−1
bn − bn−1 = limn→∞
ln(n+ 1)− lnn
n+ 1− n = limn→∞ ln
n+ 1
n
Ora, poiche´ n+1n → 1 per n→∞ abbiamo che
lim
n→∞
lnn
n+ 1
= ln 1 = 0
e da qui si conclude.
3. Usiamo il teorema di Stolz Cesa`ro: notazione an = 2n, bn = n2:
lim
n→∞
an − an−1
bn − bn−1 = limn→∞
2n − 2n−1
n2 − (n− 1)2 = limn→∞
2n−1
2n− 1
Applichiamo per la seconda volta il teorema di Stolz Cesa`ro: notazione an = 2n−1, bn = 2n− 1:
lim
n→∞
an − an−1
bn − bn−1 = limn→∞
2n−1 − 2n−2
2n− 1− 2(n− 1) + 1 = limn→∞
2n−2
2
L’ultimo limite va a +∞ concludendo la dimostrazione.
4. Ricordiamo il teorema di Cesa`ro sulla media geometrica delle successioni strettamente positive: se
esiste
` = lim
n→∞
an
an−1
allora:
lim
n→∞
n
√
an = `
Cominciamo osservando che:
n
√
n(n+ 1) · · · (n+ n)
n
= n
√
n(n+ 1) · · · (n+ n)
nn
= n
√
an
D’altra parte:
an
an−1
=
n(n+ 1) · · · (n+ n)
nn
(n− 1)n−1
(n− 1)[(n− 1) + 1] · · · [(n− 1) + (n− 1)]
Semplificando si trova:
an
an−1
=
(2n− 1)(2n)
(n− 1)
(n− 1)n−1
nn
=
(2n− 1)(2n)
(n− 1)2
(n− 1)n
nn
Ora:
(2n− 1)(2n)
(n− 1)2 → 4,
(n− 1)n
nn
→ 1
e
.
La prima affermazione e` immediata, per quanto attiene alla seconda, questa segue dal fatto che
(n− 1)n
nn
=
(
n− 1
n
)n
=
(
1− 1
n
)n
=
[(
1− 1
n
)−n]−1
unitamente al limite notevole:
lim
n→∞
(
1− 1
n
)−n
= e
2
5. Si procede come nel precedente esercizio, prendendo:
an =
(3n)!
n2nn!
Dopo aver osservato che:
an
an−1
=
(3n)!
n2nn!
(n− 1)2n−2(n− 1)!
(3n− 3)!
e sfruttando il fatto che (3n)! = 3n×(3n−1)×(3n−2)×(3n−3)! possiamo semplificare, ottenendo:
an
an−1
=
3n(3n− 1)(3n− 2)
n
(
n− 1
n
)2n 1
(n− 1)2
A questo punto la tesi segue da:
lim
n→∞
3n(3n− 1)(3n− 2)
n(n− 1)2 = 27
e da
lim
n→∞
(
n− 1
n
)2n
= lim
n→∞
[(
n− 1
n
)n]2
=
(
1
e
)2
6. Si ha
0, 7 =
7
10
+
7
100
+ · · · =
∞∑
n=1
7
10n
=
7
10
∞∑
n=1
(
1
10
)n−1
Applicando la formula per la somma della serie geometrica vediamo che:
∞∑
n=1
(
1
10
)n−1
=
1
1− 1
10
=
10
9
Pertanto:
0, 7 =
7
10
10
9
=
7
9
7. Si tratta di determinare l’insieme:
C =
{
x ∈ R :
∣∣∣∣x3 − 113 x+ 53
∣∣∣∣ < 1}
il che conduce alla soluzione del sistema di due disequazioni
−1 < x3 − 11
3
x+
5
3
x3 − 11
3
x+
5
3
< 1
⇐⇒

x3 − 11
3
x+
8
3
> 0
x3 − 11
3
x+
2
3
< 0
⇐⇒
{
3x3 − 11x+ 8 > 0
3x3 − 11x+ 2 < 0
Ora, usando la regola di Ruffini (precorso!) si trovano le due relazioni
3x3 − 11x+ 8 = (x− 1) (3x2 + 3x− 8) , 3x3 − 11x+ 2 = (x+ 2) (3x2 − 6x+ 1)
da cui si deduce che
3x3 − 11x+ 8 > 0 ⇐⇒ 1
6
(
−3−
√
105
)
< x < 1 ∨ x > 1
6
(√
105− 3
)
e che
3x3 − 11x+ 2 < 0 ⇐⇒ x < −2 ∨ 1
3
(
3−
√
6
)
< x <
1
3
(
3 +
√
6
)
In conclusione
C =
{
x ∈ R : 1
6
(
−3−
√
105
)
< x < −2 ∨ 1
3
(
3−
√
6
)
< x < 1 ∨ 1
6
(√
105− 3
)
< x <
1
3
(
3 +
√
6
)}
3
Esercizi proposti
1. Provare che: lim
n→∞
(
1 +
1
2n
)3n
= e3/2
2. Provare che: lim
n→∞
(
n+ 1
n2 + 1
)n
= 0
3. Provare che: lim
n→∞
n lnn
(n+ 2)(n+ 3)
= 0
4. Provare che: lim
n→∞
3n
n
= +∞
5. Calcolare lim
n→∞
ln(1 + 2n+ n2)
n
6. Provare che: lim
n→∞
n
√
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)
n
=
2
e
7. Provare che lim
n→∞
1
n3
n
√
(4n)!
n!
=
256
e3
8. Esiste un valore di a ∈ R per cui lim
n→∞
(√
1 + an+ n2 − n
)
= 4? [Risposta a = 8]
9. Dimostrare che lim
n→∞
(
n+ 4
n+ 2
)3n
= e6
10. Determinare la frazione generatrice del numero periodico 0, 07
11. Determinare l’insieme C dei valori di x ∈ R per cui converge la serie:
∞∑
n=0
(
x2 − 64
8 + 8x+ x2
)n
.
C = {x ∈ R : −9 < x < −2− 4√2 ∨ x > −2 + 4√2}
12. Determinare l’insieme C dei valori di x ∈ R per cui converge la serie:
∞∑
n=0
1
(1 + 7x+ x2)n
.
C =
{
x ∈ R : x < −7 ∨ −
√
41+7
2 < x <
√
41−7
2 ∨ x > 0
}
13. Dire per quali valori di x ∈ R\ {e} e` convergente la serie geometrica:
∞∑
n=1
∣∣∣∣ lnxlnx− 1
∣∣∣∣n
0 < x <
√
e
14. Studiare la convergenza della serie geometrica:
∞∑
n=1
(
5 |x|+ 2
|x|+ 8
)n
− 32 < x < 32
4
15. Determinare l’insieme E delle x ∈ R per cui converge la serie:
s(x) =
∞∑
n=1
(
6 ex
29
− 5
29 ex
)n
,
successivamente calcolare, se lecito, s(0).
E = {x ∈ R : − ln 6 < x < ln 5} , s(0) = 128
16. Dimostrare che la serie geometrica
∞∑
n=1
(√
x2 − 3 + x− 3
)n−1
converge per
7
4
< x <
19
8
17. Dimostrare che la serie geometrica
∞∑
n=1
(
1− 2−2x)n converge per x > −1
2
18. Determinare l’insieme delle x ∈ R per cui sono convergenti le seguenti serie
(a)
∞∑
n=1
(
2
3
)n( |x|
x2 + 1
)n
(b)
∞∑
n=1
(
x+
6
|x|
)n−1
(c)
∞∑
n=1
∣∣∣∣ lnxlnx+ 1
∣∣∣∣n
(d)
∞∑
n=1
(
x2 − 2x
x+ 2
)n
19. Dimostare che la serie geometrica
∞∑
n=1
(
e2x − ex − 2)n−1 converge per ln 1 +√5
2
< x < ln
1 +
√
13
2
20. Dire per quali valori del parametro a ∈ R l’equazione
∞∑
n=0
(sinx+ cosx)n = a ammette soluzione
nell’intevallo [0, 2pi]
5
